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4 Anhang

4.1 Konstanten, Zeichen, Einheiten und Formeln

- Amplitude einer Materiewelle:

3 3
Zeichen: v Einheit: A 2 bzw. m ?

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit y?1s-dV:
2r

y s dV =dW =— e % .y
na,

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit y?2s-dV:

3 2
szs.dV:dW:4.(ij. L 11 % .dy
4r) \ 2a, 2a,

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit y?2p-dV:

2 3 2 r
3 2 1 r P
2 ~dV=dW=(—)-sin26~cos2 == =1 e® -dr
VP 4 ? B 29, ) | 2a,
3 2Y (1) C L
22p AV =dW = [—j-sinze-sinz e L I iy v I 1 2
v 4 ¢ B 2a,) (24,

2 3 2,
szpz 'dV:dW:(ij'COSZG' i . L . L e 0.4V
4n \/g Zao 280

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit, radiale y?1s-4nr?-dr:

2r

wls-4mridr = szL3 e 4w -dr
ma,

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit, radiale y?2s-4rnr?-dr:

3 2
v’ 2s-4mr’ ~dr=dW=4-(i)- 1. - | e® -4 dr
4n ) | 2a, 2a,

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit, radiale y?2p-4nr’dr:
2 3 2 r
v 2p, -4’ ~dr=dW:(ij-sin2B-COSZ(p(iJ (Lj (Lj e % 4w . dr
* 4 ) 23, ) 23,
2 3 2 o
1/122Py A’ ‘drde:(4—3nj~sin2O-Sinzq)'(%j [ﬁ] [éj e o 4m’ -dr

2 3 2 r
l//22pz'4nr2-dr=dW:(iJ-cos26- 2 e . 4urt-dr
4r B 2a,) | 2a,
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- Bohrscher Radius:
Zeichen: ap  Einheit: m ao = 0.529-10" m
- Dielektrizitatskonstante:
Zeichen: g0 Einheit: C2J'm! g0 = 8.854-10" C*J'm’
- Elektronendichte:
:_ W
dr
- Elektronendichte y#1s:

2r
Qo

7

aw 1
—=yls=—e
dv na,

- Elektronendichte y?2s:

3 2
d_W:w22s:4.(Lj. L) for ] e
ar 4r) | 2a, 2a,

- Elektronendichte y#2p:

2 3 2 r
t//22px=C;—V;=(4in)-sin29-cosz(p(%j (2—;J (éj e %
o dW (3Y o o (2Y (1Y (Y =+
W 2py=d—V=[4—nj-sm 0-sin (p[ﬁJ [gj [aj e
oodw (3 L, (2Y (1Y (Y =
v 2pZ:W:(4—nj‘COS 6[ﬁj (2—%} [aj e ®

- Elektronendichte, radiale y?1s:

2r

dw |

e 1
v 4” -dr  ma)

- Elektronendichte, radiale y?2s:

3 2
szs:dTW:“'(ij' RN 1= | e
4mr” -dr 4m ) \ 2a, 2a,

- Elektronendichte, radiale y?2p:

. 2
v 2p, aw (i}smz 0-cos (p-[ ;

:41rr2~dr: 4t

2 3 2 r

dw 3 2 1 r "o

’2 =—=(—)-sin29-sin2 1= == e®
VT e ¢ ) \2q,) |24,

2 3 2 r
(//22pz :dTW:(i].COSZO. i . L . L -e %
4ur? -dr \ 4n ) \2a,) |24,
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- Elektronenladung (Elementarladung):

Zeichen: e Einheit: C e =1.60210"C
- Elektronenmasse:

me =9.110-10" kg
- Elementarladung (Elektronenladung):

Zeichen: e Einheit: C e =1.60210"C
- Energie:

Zeichen: E  Einheit: J, kJ
- Energie, kinetische (Quantentheorie):

Zeichen: T  Einheit: J, kJ
- Energie, potenzielle (Quantentheorie):

Zeichen: V' Einheit: J, kJ

- Energie Wasserstoff-Atom

Grundzustand:
2
Gesamtenergie: E,=- L e 5179.10™) [-13.586 eV]
4rm-¢, 2a,
_ 2
mittlere kinetische Energie: T = L& 17910y [+13.586 eV]
4dm-g, 2a,
_ 2
mittlere potenzielle Energie: Vi = 2 ! -:— =-2-21.79-10"J [-27.172 eV]
T-€, 0

erster angeregter Zustand (Gesamtenergie):

- Eulersche Zahl
Zeichen:e e =2.718...
- Gesamtenergie, Quantenchemie:
Zeichen: E  Einheit: J, kJ
- Planck’sches Wirkungsquantum:
Zeichen:h  Einheit: Js  h =6.626-1034 Js
- Wellenfunktion y1s (Grundzustand des H-Atoms):

r

L o=

l)les = 3 €
Jmay
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- Wellenfunktion y2s (Grundzustand des H-Atoms):

1 3
5 P "
I/IZS:(LJZQ. I 1= e 2
4n 2a, 2a,

- Wellenfunktionen y2p (Grundzustand des H-Atoms):
1
3 . 2 (1 2 (r 2
2p = — | -sin@- ] L= ].e ™
VP (4nj TRTees® B (2aOJ (2a0] ©

1
3 oo 2 (1P ()
2p,=|— | -sin@-sinQ-—=:| — | | — |- *®
P (4nj (Pﬁ[zaoj [2%]

- Winkelfunktion Sinus:
_ Gegenkathe te
) Hypothenus e
- Winkelfunktion Kosinus:

Ankathete
cos= —————
Hypothenus e
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4.2 Herleitung der Wellenfunktion y1s; Berechnung der kinetischen, poten-
ziellen und Gesamtenergie des Wasserstoff-Atoms im Grundzustand
Gesucht ist die Wellenfunktion fur den Grundzustand des Elektrons im Wasserstoff-Atom. Dabei
muss davon ausgegangen werden, dass diejenige Funktion von allen denkbaren die beste ist,

deren Gesamtenergie ein Minimum aufweist.

Nach M. Born ist das Quadrat der Amplitude einer Materiewelle proportional zur Aufent-
haltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem bestimmten Raumvolumen. Aufgrund des
Coulomb-Potentials kann man annehmen, dass diese Wahrscheinlichkeitsdichte nahe des Kerns
gross ist und mit zunehmendem Abstand im Unendlichen gegen null geht. Somit bietet sich fur

die Testfunktion ¢ eine abnehmende Exponentialfunktion des Abstands r vom Atomkern an.
(1) o=k-ec,

wobei die beiden positiven Konstanten k und C eingeflihrt werden. C gibt Auskunft Uber die Stei-
gung der Kurve. Je grosser C, desto flacher verlauft die Kurve und umgekehrt. Ent-sprechend
gross ist die dazugehorige Elektronenwolke, in der sich das Elektron z. B. mit 99 % Wahrschein-

lichkeit aufhalt (Aufenthaltsraum des Elektrons zu z. B. 99%).
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Die Konstante C ist also so zu wahlen, dass die Testfunktion ¢ der gesuchten Funktion y mog-

lichst nahe kommt. Dies bedeutet, wie bereits erwahnt, dass aus der Testfunktion eine mdglichst

geringe Energie resultieren soll.
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Wie geht man nun im Einzelnen vor?

1.  Normierung der Testfunktion

Die Testfunktion wird normiert. Dabei geht man von der Tatsache aus, dass sich das Elektron mit
der Wahrscheinlichkeit 1 im Raumvolumen von 0 bis « aufhalten muss. Mathematisch bedeutet
dies, dass die Wahrscheinlichkeiten, das Elektron in Kugelschalen der Dicke dr mit unterschiedli-
chem Abstand r vom Kern anzutreffen, aufsummiert werden. Damit lasst sich die Konstante k

durch die Konstante C ausdriicken:

(2) T@zdr =1
0
(3) dt=4m~-dr (Volumen der Kugelschalen der Dicke dr)
(3)in (2)
(@) [o24m-ar =1
0
(1)in (4)
(5) Tkz-e%-4nr2-dr:1

0
2. Berechnung von kinetischer Energie T, potenzieller Energie V und Gesamtenergie E
Mit der normierten Testfunktion wird nun weiter die Gesamtenergie aus der Berechnung von kine-

tischer und potenzieller Energie erhalten. Dazu ist die Schrédinger-Gleichung nétig:

(6)Hp=E¢  Schrodinger-Gleichung (Modul: ,Wellen, Licht und Elektronen; Abschnitt 5.4)

2 2 2 2
H : Hamilton-Operator {— h [6 o .9 J+V}¢

8- -m 674-0_)/24-?

E: Gesamtenergie, unabhangig von x, y, z

2 _
(7) A= {— h A+I7J V. mittlere potenzielle Energie
8nm

2 2 2
A Laplace-Operator A= 0—2 + 6_2 + 6—2
ox~ 0y° 0z
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1
4ne,

(8) Ve-

(&
’

Die Energie E berechnet sich aus der Schrédinger-Gleichung, indem wir beide Seiten von (6) mir

¢@drt (dt = dx-dy-dz) multiplizieren und von x, y, z = - bis x, y, z = +w integrieren:

+00 +00 +00

©) [ [ofa=r | [ [ o

X=—00 y=—00 z= X=—00 y=—00 z=

Lést man nach E auf, kirzt das Dreifachintegral ab mit j und bertcksichtigt die Normierung

[¢* dr=1, so ergibt sich:
(10) E = [ pHgdr

3. Minimalisierung der Gesamtenergie E
Die Gesamtenergie E soll minimal sein. Dies bedeutet, dass man die erste Ableitung von E gleich
null setzt. Auf diese Weise wird die Konstante C bestimmt:

dE
11 &
(11) ac

Zu1. Normierung der Testfunktion

© -2r

(5) J‘kz-eT-4nr2-dr=1

Substitution: u =

2
C.u;rzz((zjj o dr_c oo C

2-r, c
c’ “du 2

in (5)

1—k24n( ] _[e“u -du

Integralregel: Ixz -e"dr=e(—x’ -2x-2)

3 3
1= k24n.(g) . m; 1= k24n.(gj Je ©
2 0 2

3
¢ ;1= k24n'(§j (+2); k¥ = =

1=k24n~(5j3 Jo-(-2)

el (—u2 —2u- 2)
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1
n-C’

1

Nn-C?

(12a) k? =

(12b) k=

Zu 2. Berechnung von kinetischer, potenzieller und Gesamtenergie [mit (10)]

T h (o8 o 0 1 &
13) E=|o-|- —t—+t— |- — |- od
(13) J.(P { 8n2me(6X2 oy’ 822] 4me, r} oar

0

Anwendung des Laplace-Operators (8b) auf ¢:

(1) @=k-eS; r=\X*+y?+z> (Abschnitt 1.4.1)

2 2 2
(80) A(pza_(p+8_(p+8_(p

ox*  oy* oz
2 2 2
8([) 1 , , , 1 VX +(}:/ +z
&:—k-a-x(x +y +z7)2-e
— —«’x2+.v2+zz —\'x2+yz+zz
2 FE o[ 1) e ve ¢ [ 1)L
o°¢ 1 e ¢ 2 2)C
e o T ! :
(x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2-(x2+y2+22)2
eyl - 2~i
az(P__k l'e—xzyn . 1 .\ _Xz . X C
x> C . 2 xP+y+7’
(X2+y2+22)2 (x2+y2+zz)2
X2
2 -r 2
00 _ Lol x_ ¢
2 € 3 2
1)'¢ r r
X2 X2
2 | T
1 _
(142) 2= _k.—.¢C r_C
ox C r

62 —r r—i—i
¢ _ 1 = r C
(14b) —2——1('6'6 . r—z

85



Quantenchemie und chemische Bindung 4 Anhang

- A
0’ = .
(14c) sz—k e :2 C
(14a), (14b) und (14c) in (8c)
2 2 2 2 2 2
P s
Ap=-k-—-e€ . r + r + r
? C )(2+y2+z2 x2+y2+z2 X2+y2+z2
2 2 2 2 2 2
| r—X——%+r Y —%+ —Z——%
Ap=-k-—-¢ r 5 r2 > r
X +y +z

r’C—x’C-x’r+r’C-y’C—y’r+r’C-zC-z"r

| C
A :—k._.ec. 1A
¢ C X tyi+7
37°C—C* +y* +2°)-rlx* +y* +7°) 3r2C—Cr
L@ C I T
Ap=-k-—-e€ . 4 Ll
¢ C ¢ X’ +y*+2z° C ¢ 72
< ~Cr—r’ - — )=y = 2
Aq):—k-l-ec . M :_k.l.ec, Cc@r 2”) r =—k-l-ec ‘ 22’C_ r2
C rC C rC C r°Cc r°C
1 =2 1
15 A :—k-—.ec o — — —
" ? C {r C}

Aus (1), (12b) und (13):
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2 w I o Lo 5
E=- 13' hz IeC'A'ec-4nr2dr—L3.L.je c.C 4w .dr
nC” 8nm, o nC’ 4me, o %

Die beiden Integrale entsprechen der mittleren kinetischen (Z_") bzw. der mittleren potenziellen
Energie (17) des Wasserstoff-Atoms im Grundzustand.

— 1 h? o L _r
16a) 7T =- . e CA-e C-dnr’-dr
(16a) nC’ Snzmeg
mit (15)
= 1 h F01 f(2 01
(16b) T=——3-— Iec ——~ec-(———] A’ - dr
nC 8n'm, C r C
— w 2,2
(17a) V:—L}~L-Ie c.& am?.dr
nC’ 4ne, o r

Berechnung von T [aus (16b)]

— 2 -
(16b) T =- S [e € —l-eC '(g—éﬂ-hrrz-dr

nC’ 8n’m, o - C r

_ 2, [ r _r

T=- 13- hz ec—i-ec+iz-eC 4mr® - dr
nC” 8nt'm,o | Cr C

p= 1 B e 8w 2
T =-— T > j_ r .e Cdr+ TU; .e C .dr
nC” 8n'm, o Cr
2
2
Substitution: u:—r; r:g; r2= ¢ .uz;ﬂzg; dr:Edu
C 2 2 du 2 2

_ 2 [ - . 2
T:— 13. hZ _8_nfgue_ugdu+4_nj(gj .uz.e_u.g.du
nC’ 8n'm,| C o 2 2

C 8tPm. | C 4 & c? 8 &

e

2 B 2 5 3 0 »
I h 8r C ju-e_“-du+4n~C fu -e_“~du}
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s 1 W gn C’ eig 2 | L4 C |l (A7 4
nC’ 8n’m C 4 > 8 cC: C
= 1 K 8t C* 4n C 1 K
T=-—G o~ 2= ——+(-nC)
nC’ 8n'm, C 4 c 8 nC’ 8n'm,
- 1 K
16¢c T=———
(160) C’ 8n’m,
Berechnung von ¥ aus (17a)
_ w 2 2
17a) V:—L}.L.jec.e_.é;mz_dr
nC’ 4ne, r
2
Substitution: uzz, r:g; rz—(gj 2,2 g; dr:g du
2 2 du 2 2
J— 2%
—_%L 293_ -u uzldu—_%L4nez _J‘eudu
nC° 4me, 2 C 49 u nC’ 4me,
_ " 2 r ® 2
Z_L.e_.|_eu (u+1)| ___1 e _eC.(£+1J ___1 e
4ne, C 0 4ne, C C o 4ne, C
— 1 2
(17b) V=- L
4ne, C
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Zu 3. Minimalisierung der Gesamtenergie E

E [eV] 304
20
, 10
E(])
1.6+ 1

Or
-10

-20 ' >

0 2 4

€ [10°m]
Berechnung der Konstanten C nach (11) und (18a)

dE 1 h2 eZ

11 —=0 18 E=— ———— . —

(1) dc (182) C* 8n’m, 4mg, C

€

2 0 1,
C 8n°m, A4ne,
_ 2h’4me,  4meh’

- 2 2 2 2
&n'm,-e” 4n'm,-e

C

h2
2 2
4n°m, -e

(19) C=4neg, -

= 2,=0.529-10""m [0.529A]

Daraus folgt die Wellenfunktion fir den Grundzustand des Wasserstoff-Atoms mit (19):

I

(20) yls=

-€
na,
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Fiir die Gesamtenergie E;s, fiir 7', und fiir 7, gilt somit:
1" 1 ¢

Is = 2 2

_amm,et 1 &1 & 1 2e

g,8m'aim, 4me, a, 4me, 2a, 4me, 2a,

Is

2
(180) E =-— .
4ne, 2a,
= 1 b’ h? a,mm, - e’ 1 &
Ti=g oG —=s s —= 5 = Py
a; 8n'm, 8magm, 8magm.g, 4meg, 2a,
_ 2
(16d) Trom—. &
4ne, 2a,
2
(170) R
4ne, a,
Zusammenfassung:

Fir das Wasserstoff-Atom im Grundzustand gilt:

,
ag

Wellenfunktion fiir den 1s-Zustand: wls = ‘e
na,
2
Gesamtenergie des H-Atoms: E, =- I &
4n-g, 2a,
2 2 2
Kinetische Energie des Elektrons: T = ! N L e_ 1 &
" 4m-g, 2a, 4m-g, a, 4mn-g, 2a,
2
Potenzielle Energie des Elektrons: Vv, =— L e
dm-g, a,
Far
=4 _h =0.529-10""m [0.529A
a, = n'8°'4n2-me-e2_ .529. m [ 5 :|,

h = 6.626-1034 Js (Planck’sches Wirkungsquantum),
g, =8.854-10" C*J'm™ (Dielektrizitatskonstante) und
e=1.602-10" C=1.602-10"" As (Elektronenladung)
m,=9.110-10% ¢

erhalt man:
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2
Gesamtenergie: E,=- L ¢ 51791075 [-13.586 ¢V]
4n-g, 2a,
_ 2
Mittlere kinetische Energie: T = ! £ 22179107 [+13.586 eV]
4n-g, 2a,
_ 2
Mittlere potenzielle Energie: Vie=— ! £ = 221791077 [-27.172 eV]
4n-g, a,
Energie
£ ml e e e
-E
00 4 —
20 kR v
A
4 -
-40 4
. - ) 18

Gesamtenergie E, potenzielle Energie ¥ und kinetische Energie T fur das Wasserstoff-Atom im

Grundzustand

4.3 Die Einheit fiir y am Beispiel der Wellenfunktion y1s

r

a0

wls = =-¢
na,

2

mita, = 4ne, - =0.529-10°m =0.529 A,

2 2
4 m.e

£, =8.854-10" C*J'm™

e=1.602-10" C=1.602-10" As,
31
1As=3-10"cm?g2s™,
m,=9.110-10" g und
2

2
h=6.626-10% Js = 6.626-10* K™ _ 6.626.107 9=
S s
} _ [m] bz [A]

C’s’kg’m’*
kgm*ms *kgC*

Einheit von a_ :{
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| A
5294
e’

n-(0.529A)’

i
A2

l//Js =

4.4 Berechnung der Wahrscheinlichkeit, das Elektron eines Wasserstoff-
Atoms im Innern einer Kugel mit verschiedenen Radien anzutreffen

Die Wahrscheinlichkeit W berechnet sich aus der Summe der Kugelschalen (Integral! Radiale

Elektronendichte) der Dicke drim Abstand von O bis r.

1 3%
Wls = € °
Jra;
2r
1 R
2
Wls = 3 c %
2 2
d_W:l/jle =L3-e % ao=4n80-%: 0.529-10"° m=0.529 A
dr mag dnme

Substitution:
2
LT P
a, 2 du

fir r=ao=0.529 A

firr=2 ag

firr=1.25A

firr=42a,=2.2A

W:—%[e*‘(42 +8+2)—2] 0762 A

[ 2125 2
W=—Lle o (2 125) LA Ll 51— 0850 A
0.529 0.529

222 [/, > 4.
W= L] om (2 222) 322 51 5120989 A
0529 ) ' 0.529




