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1 Die Wellenfunktionen des Wasserstoff-Atoms

1.1 Lernziele

Die Schilerinnen und Schiler

1. kennen die Wellenfunktionen der ersten beiden Energiezustande des Wasserstoff-Atoms.

2. wissen qualitativ, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, ein Elektron in einem bestimmten
Abstand vom Atomkern anzutreffen.

3. sind in der Lage, einen Uberblick Uber mégliche Energiezustéande des Wasserstoff-Atoms

zu geben.

1.2 Der Grundzustand des Wasserstoff-Atoms

Im Grundzustand besitzt das Wasserstoff-Atom eine minimale Gesamtenergie. Sein Elektron
l&sst sich, gemass dem Welle-Teilchen-Dualismus, als dreidimensionale stehende Welle be-
schreiben. Um die potenzielle, kinetische und Gesamtenergie des Systems zu erhalten, muss
man dem Wasserstoff-Elektron eine Wellenfunktion zuordnen, aus der man dann mithilfe der

Schrodinger-Gleichung die gesuchten Werte erhalt.

1.2.1Die y1s-Wellenfunktion (Amplitudenfunktion)

Die Wellenfunktion y1s

Funktionen fir Elektronen-Materiewellen stellen einen Zusammenhang zwischen der Amplitude
(psi) und dem Elektronenabstand r zum Atomkern her. Gemass der Aussage von Max Born
(1882-1970) ist das Quadrat der Wellenamplitude  ein Mass fir die Wahrscheinlichkeit, ein
Elektron in einem bestimmten Raumbereich anzutreffen (Elektronendichte; Modul ,Wellen, Licht
und Elektronen®, Abschnitt 3.3).

v’ = (cii_z (w- Amplitude der Materiewelle; W: Wahrscheinlichkeit; V: Raumvolumen)

Ist also die Wellenfunktion y bekannt, so muss die Antreffwahrscheinlichkeit fir das Elektron im
Abstand 0 bis « den Wert 1 annehmen. Aufgrund der Coulomb-Krafte (elektrostatische Anzie-
hungskrafte zwischen Elektron und Atomkern) ist ausserdem die Antreffwahrscheinlichkeit umso
kleiner, je weiter das Elektron vom Kern entfernt ist. Diese beiden Tatsachen sowie die minimale
Energie sind die Voraussetzungen dafir, die Wellenfunktion y1s flir das Wasserstoff-Atom im
Grundzustand zu ,finden® (Abschnitt 4.2). Dabei handelt es sich um eine abklingende Exponenti-
alfunktion, die die Abhangigkeit der Amplitude y vom Abstand Elektron-Atomkern beschreibt.
Nahe am Kern erreicht die Amplitude ein Maximum, wird dann mit zunehmenden Abstand kleiner
und geht im Unendlichen gegen null. Die Funktion besitzt weder eine Nullstelle noch negative

Werte fur y.
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Wellenfunktion fir das Elektron im Wasserstoff-Atom (Grundzustand):

p
1eao

l/lls = 3
Ta,

ao: =0.53-10"° m (Bohrscher Radius)
e: Eulersche Zahl =2.718...
r.  Abstand des Elektrons vom Atomkern

v. Amplitude der Materiewelle

yls
y i Abb. 1.1 Grafische Darstellung der Wellenfunk-

tion w1s

Da die Wellenfunktion y1s nur von der Variablen r abhangt, ist der Verlauf der Kurve nach allen
Raumrichtungen gleich. Somit lasst sich die Funktion auf einfache Weise raumlich darstellen.
Dabei kennzeichnet man den Abstand ry eines bestimmten Funktionswerts (z. B. = 0.01) vom
Atomkern und dreht das Koordinatensystem in der Zeichenebene um den Ursprung (in der Abb.
1.5 um jeweils 22.5°). r1 liegt nun auf einem Kreis (Abb. 1.3). Wird die Drehung nach allen Raum-
richtungen vorgenommen, so erhalt man eine Kugeloberflache, d. h. den geometrischen Ort aller
Punkte mit dem Funktionswert = 0.01 (Abb. 1.4). Fir jeden Wert der Wellenfunktion y1s exis-
tiert eine solche Kugeloberflache. Je kleiner der Wert y ist, desto weiter ist die Kugeloberflache
vom Koordinatennullpunkt, dem Atomkern, entfernt. Damit I&sst sich das Symbol y1s folgender-
massen interpretieren: Die 1 bedeutet den 1. Energiezustand des Elektrons im Wasserstoff-Atom
(Grundzustand); s: der geometrische Ort aller Punkte mit dem gleichen Funktionswert  ist eine

Kugeloberflache.
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yis

4

0.01

yls

Abb. 1.2 Darstellung des Funktions-

werts w = 0.01 mit dem Abstand ry vom
Atomkern

Abb. 1.3 Darstellung des Funktions-
werts y = 0.01 im Abstand ry in der Zei-
chenebene durch Drehung des Koordi-
natensystems (schematisch)

Abb. 1.4 Geometrischer Ort aller Punk-
te mit dem Funktionswert v = 0.01 im

Abstand ri vom Atomkern (rdumliche
Darstellung)
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Abb. 1.5 Darstellung des Funktionswerts w1s = 0.01 im Abstand ri vom Atomkern in der Zei-

chenebene durch Drehung der r-Achse um jeweils 22.5°

Den Funktionswerten (den Amplituden)  der Elektronenmateriewelle kommt keinerlei physikali-

sche Bedeutung zu. Sie lassen sich nicht beobachten und damit auch nicht messen: sie sind

nicht observabel. Hingegen kann man mit der Wellenfunktion y1s die kinetische, potenzielle und

Gesamtenergie des Wasserstoff-Atoms im Grundzustand berechnen (Abschnitt 4.2).

1.2.2Die Energien des Wasserstoff-Atoms im Grundzustand

Durch Einsetzen der Funktion y1s in die Schrdodinger-Gleichung (Abschnitt 4.1) erhalt man die

Gesamtenergie, die potenzielle und die kinetische Energie des Elektrons im H-Atom flr den

Grundzustand [in der Quantentheorie ist das Zeichen flr die kinetische Energie T und fir die po-

tenzielle Energie V. Da das Elektron dauernd in Bewegung

ist (Teilchenmodell!), handelt es sich

dabei um die mittlere kinetische bzw. potenzielle Energie (7_";17 ):

r

1 —_
Wellenfunktion fiir den 1s-Zustand: wls = e
na,
o . — 1 &
Kinetische Energie des Elektrons: I,=——
4me, 2a,



Quantenchemie und chemische Bindung 1 Die Wellenfunktionen des Wasserstoff-Atoms

— 1 2
Potenzielle Energie des Elektrons: Vii=— c
4dne, a,
l 2 1 2 1 2
Gesamtenergie des H-Atoms: E =- Ly L £
4ne, a, 4mng, 2a, 4ne, 2a,
Far
2
a,=4mn-g,-———=0.53-10""m [0.53A
0 O 4ntom-e [ ]

und
h = 6.626-10** Js (Planck’sches Wirkungsquantum)

g, = 8.854-10% C*J'm" (Dielektrizitatskonstante)

€= 1.602-10"° C =1.602-10" As (Elektronenladung)

erhalt man:
. 1 e’ -19
Gesamtenergie: E, =————=-21.79-10"T [-13.586¢V]
' 4ne, 2a,
. . . . = 1 e ~19
Mittlere kinetische Energie: T = -——=21.79-10"J [+13.586¢V]
4ne, 2a,
— 1 é°
Mittlere potenzielle Energie: Vis=— —=-2-21.79-10"") [-27.172eV]
4me, a,
Mittlere ~Geschwindigkeit des _ [, %
Elektrons (berechnet aus der ki- v=,/=—— =222-10°m-s
netischen Energie des Elekt- m
rons):

Die auf diese Weise berechnete Gesamtenergie (-13.586 eV) entspricht der lonisierungsenergie
des Elektrons, wenn dieses vom Atom abgespalten wird (vgl. Tabelle mit den lonisierungsener-
gien in einem Chemielehrbuch). Um Proton und Elektron eines Wasserstoff-Atoms voneinander
zu trennen, ist also ein Energieaufwand von 21.79-107'° J nétig, die umgekehrt frei werden, wenn
sich die beiden Teilchen (Teilchenmodell des H-Elektrons!) zu einem Wasserstoff-Atom verbin-
den. Dabei geht man von der Energie gleich null aus, wenn Proton und Elektron einen unendlich
grossen Abstand voneinander aufweisen und in Ruhe sind. Je naher sie sich kommen, desto
groésser wird die kinetische Energie des Elektrons (Teilchenmodell) und umso geringer die poten-
zielle Energie. Die Zunahme der kinetischen Energie ist dabei geringer als die Abnahme der po-
tenziellen Energie.

Interessant ist die Tatsache, dass die mittlere potenzielle Energie 7 des H-Atoms im Grundzu-
stand betragsméssig der Summe von kinetischer und Gesamtenergie entspricht, oder, anders

formuliert, dass die kinetische Energie (wiederum betragsmassig) gleich der Gesamtenergie ist.
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Dieser Zusammenhang wird als Virialtheorem bezeichnet (Abb. 1.5; das Virialtheorem ist auch fur

Molekule gultig, wenn sie eine minimale Energie aufweisen):

N

Virialtheorem: E=—

V=2.

N
I
N
+
m

Energie
Rl O e rnsssssesssssssrrassinassnas s

107 A A

-40 A

_ v

Abb. 1.6 Gesamtenergie E, potenzielle Energie v und kinetische Energie T fiir
das Wasserstoff-Atom im Grundzustand

1.2.3 Die Elektronendichte y?1s; die Aufenthaltswahrscheinlichkeit y?1s-dV

Das Quadrat der Wellenamplitude y1s ist ein Mass fur die Wahrscheinlichkeit, das Elektron eines
Wasserstoff-Atoms in einem minimalen Raumbereich dV anzutreffen (Modul 1, Abschnitt 3.3). Da
es sich um die Antreffwahrscheinlichkeit pro Volumenelement handelt, spricht man von der Elekt-
ronendichte. Mit dieser Grosse lasst sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Vo-

lumenelement dV mit unterschiedlichem Abstand r vom Kern berechnen.

= Abb. 1.7 Drei Volumenelemente dV in unterschiedli-
dv chen Raumrichtungen und Abstinden vom Atomkern

10
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- Elektronendichte: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Grundzustand eines H-Atoms

in Bezug zum Volumenelement dV:

2

aw 1 2
=—= 3 e
dV  mag

w1s

(dW: Aufenthaltswahrscheinlichkeit; dV: Volumenelement)
- Aufenthaltswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem Volumenelement dV

im Abstand r vom Atomkern anzutreffen:

2r

qfls-dV:dW:Ls-e *.dV
Ta,

Y2 1sdV Abb. 1.8 Grafische Darstellung der Auf-
f\ enthaltswahrscheinlichkeit y#1s-dV

Y

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Elektron in der Nahe des Kerns in einem Raumelement dV
aufhalt, ist sehr gross. Aufgrund der anziehenden Krafte zwischen Elektron und Proton war dies
auch zu erwarten. Mit zunehmendem Abstand nimmt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit nach al-
len Raumrichtungen rasch ab und geht im Unendlichen gegen null. Dies entspricht einer kugel-
symmetrischen Elektronendichte.

Abb. 1.9 Computerdarstellung der
Elektronendichte y*1s

Die Visualisierung der Elektronendichte erfolgt oft durch die sogenannte Wolkendarstellung. Da-
bei betrachtet man das Elektron als Teilchen (Teilchenmodell), von dem viele Momentaufnahmen

Ubereinander projiziert wurden.

11
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Abb. 1.10 Wolkendarstellung der Elektronen-
dichte y#1s

Die Elektronendichte vergleicht die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in gleichen Vo-

lumenteilen dV, wenn diese verschiedene Abstande vom Atomkern aufweisen.

1.2.4Die radiale Elektronendichte y?1s; die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
v 1s-4nridr
Die Elektronendichte in einem bestimmten Abstand vom Atomkern ist in allen Raumrichtungen

gleich gross. Die Addition der Volumenelemente dV mit diesem Abstand ergibt eine Kugelschale
mit dem Durchmesser dr, in der die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons Uberall gleich
gross ist. In diesem Fall handelt es sich um die radiale Elektronendichte, die eine Aussage Uber
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in Bezug auf das Volumen einer Kugelschale
(4nr?dr; r = Abstand der Kugelschale zum Atomkern) macht. Daraus wiederum lasst sich die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einer Kugelschale mit beliebigem Abstand r vom

Atomkern berechnen (radiale Elektronendichte).

- Radiale Elektronendichte: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons eines Wasser-
stoff-Atoms in einer Kugelschale mit dem Durchmesser dr in Bezug auf das Volumen

einer Kugelschale V = 4rr2dr in unterschiedlichen Abstdnden vom Atomkern:

aw 21s = 1 o
4mr*dr v Tta,

dW: Aufenthaltswahrscheinlichkeit; r. Abstand Kern-Kugelschale; dr. Durchmesser Kugelscha-
le; 4rr’dr: Volumen einer Kugelschale mit dem Durchmesser dr

- Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Grundzu-
stand eines H-Atoms in einer Kugelschale mit dem Durchmesser dr im Abstand r vom

Atomkern anzutreffen:

12
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_2r

1 -
e 4mr’ -dr

ma,

dw =

Abb. 1.11 Schnitt durch zwei Kugelschalen mit dem
Durchmesser dr im Abstand r1 bzw. r2 vom Atom-
kern

¥

Y2 1s-dmrtdr Abb. 1.12 Grafische Darstellung der radialen Auf-
! enthaltswahrscheinlichkeit y?1s-4zr°-dr des Elekt-
rons im Grundzustand eines Wasserstoff-Atoms

- ]
l'/
Die Funktion flr die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit setzt sich aus den beiden Teilfunktio-
2r
l -

nen e % und 4m2dr zusammen. Bei kleinen Zahlen fir r nimmt der Wert von 4m-dr ra-

ma,

2r

13 e % abnimmt (abklingende Exponentialfunktion).
ma,

scher zu (Parabelfunktion) als derjenige fur

Wird der Abstand r; erreicht, ist es gerade umgekehrt.

Da im Atomkern r = 0 ist, gibt es dort keine Kugelschale. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist
null. Sie steigt dann bis zum Maximum bei ri, nimmt schliesslich stetig ab und geht im Unendli-

chen gegen null. Mithilfe der Infinitesimalrechnung lasst sich ri berechnen (1. Ableitung der

2r
Funktion diW =y°1s - 4mr’ -dr:%e % Aufgabe 1.2).
1

0
Das Wasserstoff-Atom, wie auch alle anderen Elektronensysteme, hat keine Grenzen! Obwohl
das Elektron des H-Atoms an verschiedenen Orten anzutreffen ist, halt es sich mit grésster
Wahrscheinlichkeit in einer Kugelschale mit dem Durchmesser dr im Abstand r; vom Kern auf.

Diese Kugelschale entspricht der K-Schale des Wasserstoff-Atoms.

13
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Eine Elektronenschale ist eine Kugelschale, in der die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ein

Maximum erreicht.

Der Verlauf der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit Iasst sich veranschaulichen, indem man
Uber die Wolkendarstellung der Elektronendichte einmal Querschnitte von Volumenelementen dV
und ein andermal Querschnitte von Kugelschalen legt (Abb. 1.13 und 1.14). Die Wahrscheinlich-
keit, das Elektron in einem Volumenelement dV anzutreffen, nimmt mit zunehmendem Abstand
zum Atomkern ab, da die Elektronendichte kleiner wird. Anders ist es, wie bereits erwahnt, bei
der radialen Elektronendichte. Sie nimmt zwar nach aussen hin ab, die Volumina der Kugelscha-

len nehmen hingegen zu. Damit ergibt sich ein Maximum im Abstand ry.

Abb. 1.13 Wolkendarstellung der Elektro-
nendichte mit dariiber gelegten Querschnit-
ten von Volumenelementen dV

Anzahl Punkte:
Innerster Ring: ca. 58
Mittlerer Ring: ca. 66
Ausserster Ring ca. 42

Abb. 1.14 Wolkendarstellung der Elektronendichte mit darliber gelegten Querschnitten
von Kugelschalen mit gleichem Durchmesser

14
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1.2.5 Aufenthaltsraum (Ladungswolke, Elektronenwolke) des Elektrons im Grund-
zustand des Wasserstoff-Atoms

Von der Elektronendichte leiten sich die in der chemischen Fachliteratur verwendeten Be griffe
Elektronenwolke, Ladungswolke und Aufenthaltsraum her. Alle drei Ausdricke werden im glei-
chen Sinne und, z. B. bei der Verteilung der Aussenelektronen eines Atoms, auf einfach und
doppelt besetzte Elektronenwolken verwendet. Dabei handelt es sich um einen Raum, in dem ein
Elektron mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit (z. B. 95%) anzutreffen ist, ohne dass man auf
die detaillierte Elektronendichteverteilung in diesem Raum eingeht (zur Berechnung der Grosse
dieser Raume vgl. Abschnitt 4.4). Die Abbildung der Wellenfunktion y1s flr einen bestimmten
Funktionswert im Abstand r (eine Kugeloberflache) lasst sich somit umdeuten als die Begrenzung

einer Kugel, in der sich das Elektron mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit aufhalt.

Abb. 1.15 Elektronenwolke (Ladungswolke, Aufenthalts-
raum), in der sich das Elektron des Wasserstoff-Atoms
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (z. B. 95%) auf-
hélt

15
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1.2.6 Zusammenfassung des Grundzustands y1s des Wasserstoff-Atoms

ylis
A

r

Grafische Darstellung der Wellenfunktion y1s

Wolkendarstellung der Elektronendichte

W2 1s-4mr?-dr
A

ry

Grafische Darstellung der radialen Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit y1s--4xr’-dr des Elektrons

16

Geometrischer Ort aller Punkte mit dem
Funktionswert v = 0,01

y?1s-dV

i

A

Grafische Darstellung der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit v?1s-dV

Elektronenwolke (Ladungswolke, Auf-
enthaltsraum), in der sich das Elektron
des Wasserstoff-Atoms mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit (z. B. 95%)
aufhalt
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1.3 Der erste angeregte Energiezustand des Wasserstoff-Atoms (2. Ener-
giezustand); die y2s-Wellenfunktion
Energiezufuhr bewirkt den Ubergang eines Wasserstoff-Atoms in den ersten angeregten Zu-

stand, in dem das Elektron mit vier Wellenfunktionen beschrieben wird:

- Eine 2s Wellenfunktion (y2s), bei der Punkte mit dem gleichen Funktionswert wie bei y1s auf
Kugeloberflachen liegen (y2s: 2 fur den zweiten Energiezustand und s fir Kugeloberflachen
als geometrische Orter).

- Drei 2p Wellenfunktionen (y2px, w2py, ¥2p), bei denen Punkte mit gleichen Funktionswerten
im Bereich der drei Koordinatenachsen liegen (y2pxy.z: 2 fur den zweiten Energiezustand; p

fur hantelférmige geometrische Orter und x, y, z firr die Koordinatenachsen; Abschnitt 1.4).

Diese vier Wellenfunktionen beschreiben gleichzeitig (!) das eine Elektron im 2. Energiezustand
eines Wasserstoff-Atoms. Daraus resultiert insgesamt eine kugelsymmetrische, homogene Ver-

teilung der negativen Ladung.

1.3.1 Die Wellenfunktion y2s

Die vollstindige Wellenfunktion fiir das Elektron im zweiten Energiezustand des Wasserstoff-Atoms hat
folgende Form:
. ! | 2 o ao =0.5310""° m (Bohrscher Radius)
w2s :(_j 2 e e 2 e: Eulersche Zahl = 2.718...
4n 23, 23, r.  Abstand des Elektrons vom Atomkern
. Amplitude der Materiewelle

Im Gegensatz zur Wellenfunktion y1s besitzt y2s eine Nullstelle wenn r = 2a,, da damit der 3.

Klammerausdruck null wird:

(1_ 2r j : fUr r=2ao daraus folgt: 1 — 1 = 0 und damit y2s =0
4

Auch bei den auf einer Feder mit einem Exzenter erzeugten stehenden Wellen beobachtete man
im 2. Schwingungszustand einen Knoten zwischen den beiden Aufhangevorrichtungen der Feder
(Modul ,Wellen, Licht und Elektronen®, Abb. 1.13). Anders als im Grundzustand des Wasserstoff-
Atoms nehmen die Funktionswerte von y2s negative Werte an, wenn r > 2a,, da dann der 3.

Klammerausdruck negativ wird.
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= Abb. 1.16 Grafische Darstellung der
Wellenfunktion w2s

Die Werte (die Amplituden) der Funktion y2s sind in der Nahe des Atomkerns hoch, sinken dann
auf null ab, werden negativ, erreichen ein Minimum, steigen dann wieder an und gehen im Un-
endlichen gegen null. Da die Wellenfunktion y2s, ebenso wie w1s, nur vom Abstand r (Kern-
Elektron) abhangt, ist ihr Verlauf nach allen Raumrichtungen gleich. lhre rdumliche Darstellung ist
damit auch in diesem Fall sehr einfach. Man kennzeichnet wiederum den Abstand ry eines be-
stimmten Funktionswerts w7 (z. B. 0.01) vom Atomkern und dreht das Koordinatensystem in der
Ebene um den Ursprung (Abb. 1.17 und 1.18; in Abb. 1.18 um jeweils 22.5°). Drehung in alle
Raumrichtungen fiihrt zu Kugeloberflachen, den geometrischen Ort aller Punkte mit dem Funkti-
onswert = 0.01. Da der Wert 0.01 in drei verschiedenen Entfernungen vom Atomkern auftritt,
ergeben sich daraus drei Kugeloberflachen, auf denen die Amplitude den Wert +0.01 besitzt, auf
der innersten mit positivem und auf den beiden aussersten mit negativen Werten (Abb. 1.19). Ei-
ne Kugeloberflache, auf der alle Punkte den Funktionswert = 0 aufweisen, wird als Knotenfla-
che bezeichnet. Dies ist im Abstand r = 2ag der Fall (Abb. 1.20).

Abb. 1.17 Darstellung des Funktions-
¥2s werts y12s = #0.01 in den Absténden
r1, r2 und r3 in der Zeichenebene durch
Drehung des Koordinatensystems
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r: 907
112.5 % r 67.5°

180° r

202.5° r r 337.5°

270° ¥

Abb. 1.18 Darstellung des Funktionswerts w:2s = #0.01 in den Absténden ry, r> und r3 vom Atom-
kern in der Zeichenebene durch Drehung des Koordinatensystems um jeweils 22.5°

Abb. 1.19 Geometrischer Ort aller Punkte mit dem Funkti-
onswert y2s = #0.01 in den Absténden ry, r> und r3 vom
Atomkern (réumliche Darstellung)

Die Darstellung in Abb. 1.19 ist so gewahlt, dass alle drei Kugeloberflachen sichtbar sind, wobei
die zweite von unten her gesehen werden muss. Die Farben geben die Vorzeichen der Funkti-
onswerte an: rot bedeutet positiv und blau negativ. Die rote Kugeloberflache entspricht dem posi-
tiven, die darauf folgende dem negativen Wert 0.01. Dazwischen findet der Vorzeichenwechsel

Uber die hier nicht gezeichnete Knotenflache (y2s = 0; Abb. 1.20) statt. Die dusserste Kugelober-
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flache, die am weitesten vom Kern entfernt ist, ist ebenfalls der geometrische Ort aller Punkte fur
w=-0.01.

Abb. 1.20 Knotenfldche der y2s-Wellenfunktion als
Kugeloberfldche

1.3.2Die Energie des Wasserstoff-Atoms im ersten angeregten Energiezustand 2s
Mithilfe der Schrédinger-Gleichung Iasst sich, wie im Grundzustand, die Energie des ersten ange-

regten Zustands berechnen:

Gesamtenergie E»s des Wasserstoff-Atoms im ersten angeregten Zustand:

E.s: Energie des Wasserstoff-Atoms im ersten angeregten Zustand
ao = 0.53-10"° m (Bohrscher Radius)

£, =8.854-10" C°J'm" (Dielekrizitatskonstante)
e = 1.602-10"° C (Elektronenladung)

Ein Vergleich mit der Gesamtenergie E;s zeigt, dass die Energie /4 mal so gross ist wie die Ener-
gie im Grundzustand des Wasserstoff-Atoms. Da der Zahlenwert ein negatives Vorzeichen auf-

weist, ist die Energie des Systems entsprechend héher.

1 2
= £ = 21791077 [-13.586eV]
4m-g, 2a,
Gesamtenergie im Grundzustand: E1s =-21.79-107"° J [-13.586 eV]

Gesamtenergie im ersten angeregten Zustand: Ejs = -5.45-107"° J [-3.40 eV]

1.3.3 Die Elektronendichte y?2s; die Aufenthaltswahrscheinlichkeit y?2s-dV

Um ein Mass flur die Wahrscheinlichkeit zu erhalten, das Elektron des Wasserstoff-Atoms im 1.
angeregten Zustand im Raumbereich dV anzutreffen (Abschnitt 1.2.3), muss man die Wellenfunk-
tion w2s quadrieren. Aus der dabei erhaltenen Elektronendichte lIasst sich, wie bei y?1s, die Auf-

enthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Volumenelement dV berechnen:
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- Quadrat der Wellenfunktion y2s:

3 2,
y2s= 4(LJ BRI Y UL B>
4n ) \ 2a, 2a,

- Elektronendichte: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in Bezug zum Volumenele-
ment dV:

3 2 _
szs:d_W:4.(Lj. L . I_L .e
dr 47 2a, 2a,

- Aufenthaltswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem Volumenelement

dVim Abstand r vom Atomkern anzutreffen:

3 2,
wZZs.dV=dW=4-(ij- L I T R 1
4n ) \ 2a, 2a,

’ Abb. 1.21 Computerdarstellung der Elektro-

nendichte 47 = W22s
drv

Abb. 1.22 Wolkendarstellung der Elektronendichte
dw

- = 2s

dv v
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y’2sdV Abb. 1.23 Grafische Darstellung der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit y*2s-dV

et

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem Volumenelement dV in der Nahe des Kerns anzu-
treffen, ist sehr gross. Mit zunehmendem Abstand Elektron-Kern geht die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit auf null zuriick, erreicht anschliessend ein kleines Maximum, um im Unendlichen gegen

null zu gehen.

1.3.4Die radiale Elektronendichte y?2s; die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Wv22s-4nr’dr

Die radiale Elektronendichte macht eine Aussage Uber die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in

Kugelschalen mit dem Durchmesser dr im Abstand r vom Atomkern (Abschnitt 1.2.4).

- Radiale Elektronendichte: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in Bezug auf eine Kugel-

schale mit dem Durchmesser dr und dem Volumen V = 4rr2dr.

3 —
t//ZZSszW=4- L . L . 1_L .e%
4ur” -dr 4n ) | 2a, 2a,

r: Abstand Kern-Kugelschale; dr. Durchmesser Kugelschale
- Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einer Kugelschale

mit dem Durchmesser drim Abstand r vom Atomkern anzutreffen.

3 2,
y/22s-4nr2-dr=dW=4-[Lj- 1. - | e .4m-dr
4n ) \ 2a, 2a,

4nr’dr: Volumen einer Kugelschale mit dem Durchmesser dr im Abstand r vom Atomkern

y*2s-4rr”-dr Abb. 1.24 Grafische Darstellung der radialen
1 Aufenthaltswahrscheinlichkeit v*2s- 47 -dr
des Elektrons im ersten angeregten Zustand
eines Wasserstoff-Atoms
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Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Atomkern anzutreffen ist gleich null (r = 0). Sie steigt
dann auf ein kleines Maximum und erreicht anschliessend wiederum den Wert null. Mit weiter zu-
nehmendem Abstand r wird die Aufenthaltswahrscheinlichkeit maximal, um im Unendlichen ge-
gen null zu gehen.

Im ersten angeregten Zustand 2s des Wasserstoff-Atoms kann sich das Elektron an beliebigen
Orten mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten aufhalten. Eine Ausnahme bildet die Kugel-
schale, in der die Aufenthaltswahrscheinlichkeit null ist (r = 2ag). Die beiden Maxima entsprechen
den Elektronenschalen 1 und 2, wobei sich das Elektron haufiger in der 2. Schale aufhalt, ent-

sprechend dem ersten angeregten Zustand bzw. dem zweiten Energiezustand.
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1.3.5Zusammenfassung des ersten angeregten Zustands y2s

w2s A

Grafische Darstellung der Wellenfunktion w2s  Geometrischer Ort aller Punkte mit dem Funkti-
onswert y12s = +0.01

Y?2s-dV
!

Wolkendarstellung der Elektronendichte Grafische Darstellung der Aufenthaltswahrschein-
lichkeit y2s-dV

1/1225-4n1"2-dr

74

Grafische Darstellung der radialen Aufent-
haltswahrscheinlichkeit y?2s-4xr-dr
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1.4 Der erste angeregte Energiezustand des Wasserstoff-Atoms (2. Ener-
giezustand); die 2p-Wellenfunktionen

Die Funktionswerte der drei Wellenfunktionen (y2px, w2py, ¥2p.), mit denen das Elektron im 2.

Energiezustand beschrieben werden kann, sind nicht nur vom Abstand r vom Atomkern, sondern

auch von der Distanz zu den jeweiligen Koordinatenachsen abhangig. Aus diesem Grund ist es

einfacher, Punkte im Raum mit Polarkoordinaten statt mit einem rechtwinkligen kartesischen Ko-

ordinatensystem darzustellen.

1.4.1 Darstellung von Raumpunkten in Polarkoordinaten

Mit den Werten der drei Koordinaten x, y und z lassen sich Punkte im Raum eindeutig festlegen.
Ihre Lage kann aber auch bestimmt werden, indem man den Abstand r vom Koordinatenursprung
und die Winkel zu den Koordinatenachsen verwendet (Polarkoordinaten). Dazu sind die Winkel-
funktionen Sinus und Kosinus nétig, die sich anhand des ,Einheitskreises® (r = 1) leicht verstand-

lich darstellen lassen.

Abb. 1.25 Darstellung der Winkelfunktionen Sinus und Kosi-
nus mit dem Einheitskreis

0 UIs

[0

COSs &

Die Winkelfunktion Sinus ist definiert als Gegenkathete durch Hypotenuse in einem rechtwinkli-
gen Dreieck, der Kosinus als Ankathete durch Hypotenuse. Der Wert von Sinus ist bei a = 0° 0,
nimmt mit grésser werdendem Winkel zu und erreicht das Maximum bei 90°, um wieder auf 0 bei
180° abzusinken. Fur 270° bzw. 360° ist der Sinus im Einheitskreis -1 bzw. 0. Die Funktion Kosi-

nus beginnt mit dem Wert 1 bei o = 0°.
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Tabelle 1.1 Funktionswerte fiir Sinus und Kosinus bei verschiedenen Winkeln o im Einheitskreis

Winkel o sin cos
0° 0 1
90° 1 0
180° 0 -1
270° -1 0
360° 0 1
sin o COS
II I I I Abb. 1.26 Vorzeichen der Winkel-
funktionen Sinus und Kosinus in
o ofe = S den vier Winkelfeldern
= —=3 E— 3 +
I11 IV 1] I

Abb. 1.27 zeigt einen Punkt P, dessen Lage durch die kartesischen Koordinaten x, y und z sowie
den Polarkoordinaten r, ¢ und 6 wiedergegeben wird. Bei r handelt es sich, wie bereits erwahnt,
um den Abstand des Zentrums vom Punkt P. Der Winkel ¢ (phi) beschreibt die Drehung (im Ge-

genuhrzeigersinn) in der zy-Ebene, ausgehend von der positiven x-Achse, der Winkel 6 (theta)
den Abstand von der z-Achse.
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Abb. 1.27 Angabe der Lage ei-
A nes Punkts P durch kartesische

sowie Polarkoordinaten
Q
v P(xyz)
e : P (’”,e,(P)
r ]
]
Z ]
]
]
]
0 "
: y 4
]
]
]
< H
\\ ) ——
N y
X (P o E
Q "~ |
[}
]

\\. ]
X / y >3

Der Vollstandigkeit halber seien an dieser Stelle die Formeln zur Umrechnung von kartesischen

in Polarkoordinaten angegeben.

Tabelle 1.2 Umrechnung von kartesischen in Polarkoordinaten

Winkelfunktion Umrechnung
e _ z
cost =~ z=r-cos0
: Q
sin 6 = —= Q=r-sin®
: y J
snl(P:ézr'Sine y=rsmesm(p
X X
COS(P:EZr-sine X =r-sin 0-cose

r=0 0<0<m 0<p=<2m
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1.4.2 Die Wellenfunktionen y2px, ¥2py und y2p:

Die Wellenfunktionen y2p haben folgende Formen:

1 3

( 3 jz . 2 1 V([ r ) 5

=|—| -sinB-cosp-—=:| — | | —|-e "™
4n B 2q, 2a,

1 3 .

3): . . 2 (1 V2 ( r) o

w2p :(—j ~sm6-sm(p~—~(—j -(—]-e o
Y dn 24, 2a,

1 3
3y 2 (12 (r) 5
2n =| — .cosf-—-| — J—1I-e o
Vb, (47:) B (2aoj [2aOJ

Auffallig an diesen drei Wellenfunktionen ist die Tatsache, dass, wie bei der y2s-Funktion, neben

der Nullstelle im Atomkern (r = 0) die Funktionswerte y auch negative Vorzeichen haben kénnen.

Dies hangt damit zusammen, dass die Winkelfunktionen im lll. und IV. (sin) bzw. im Il. und IIl.

(cos) Winkelfeld negativ sind (Abb. 1.26). Die sich aus der rdumlichen Darstellung der y2p-

Wellenfunktionen ergebenden Knotenflachen sind in der yz- (y2px), xz- (¥2py) und Xxy- (w2pz)
Ebene unendlich ausgedehnt (Abb. 1.28).

f Abb. 1.28 Unendlich ausgedehnte Knotenebene der
w2px-Wellenfunktion

1

y

Wenn man die Funktionswerte entlang den Koordinatenachsen betrachtet, so gilt Folgendes:

x-Achse: Die x-Achse liegt in der xy-Ebene, also 90° von der z-Achse entfernt (6 = 90°).
Positiver und negativer Teil der x-Achse bilden einen Winkel von 180°, womit fur den Win-
kel ¢ die Werte 0° bzw. 180° gelten. Damit vereinfacht sich die Winkelfunktion y2py, da der

Sinus von 90°+1 und der Kosinus von 0° bzw. 180° jeweils +1 betragt.

w2p, 2(4%:); (1)-(£1) %[2_;0}; .[2_;0].6_2;0

y-Achse: Die y-Achse liegt ebenfalls in der xy-Ebene (6 = 90°). Der positive Achsenab-
schnitt bildet mit der positiven x-Achse einen Winkel von 90°, der negative Teil einen von
270°. Damit sind die Werte fur ¢ = 90° bzw. 270°. Der Sinus dieser beiden Winkel betragt
+1. Folglich gilt fur die Winkelfunktion y2py auf der y-Achse:
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w2p, :(%j .(1).(i1).%.(ﬁ); [é}ez

- z-Achse: Fur die z-Achse ist nur der Winkel 6 massgebend, der 0° bzw. 180° betragt. Folg-

lich missen flr den Ausdruck sin = 0° bzw. sin = 180° die Werte +1 eingesetzt werden:

1 3
3 )2 2 (12 r )
2 = — | (*+1)—=-| — | | — |- o
veps (47:] (+1) 3 [Zaoj [2a0] ©

7

Abb. 1.29 Grafische Darstellung der Wellenfunktionen w2px, w2p, und yw2p, entlang den Koordi-
natenachsen

U./

»-Wandert® man vom Nullpunkt aus den drei Achsen entlang, so nimmt der Wert fur w von null
ausgehend jeweils in beiden Richtungen auf ein Maximum bzw. Minimum (negative Achsenab-
schnitte) zu. Er wird dann kleiner und geht im Unendlichen gegen null.

Die Werte w aller drei Wellenfunktionen werden mit zunehmendem Abstand von den Achsen im-
mer kleiner. Fur y2px und y2py ist der Winkel 6 immer 90° und damit der Sinus = 1, wahrend mit
wachsenden Winkeln ¢ die Amplituden y abnehmen (cose fur die x- und sine fur die y-Achse).
Entfernt man sich von der z-Achse, so nehmen mit steigendem Winkel 6 die Grossen der
Amplituden der y2p,-Wellenfunktion entsprechend der Winkelfunktion cos6 ab, bis in der xy-
Ebene die Werte null erreicht sind. In den folgenden drei Abbildungen ist der Verlauf der Funktion
w2p, fur die Winkel 6 = 0° bzw. 180°, 6 = 30° bzw. 210° und 6 = 60° bzw. 240° dargestellt.

Fir 6 = 0° bzw. 180° gilt (cos 0° = 1; cos 180° = -1):

1 3
3 )2 2 1 2 (r ) 5
Ip =] — | (F1) = — | | — | o
4 pz (411:) ( )\/5 [zaOJ (Zao] c
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Zit

Abb. 1.30 Verlauf der Funktionswerte w2p, auf der z-Achse in Abhdngigkeit von r und den
Winkeln 6 = 0° und 6 = 180°

Geht nun der Winkel 6 von 0° gegen 90°, so werden die Funktionswerte entsprechend dem cos6
immer kleiner und bei 90° schliesslich null. Zwischen 90° und 180° steigen die Werte fur y2p,

wiederum an. Am Beispiel der Winkel 30° bzw. 210° und 60° bzw. 240° sei das entsprechende

Vorgehen erlautert.

Fur 6 = 30° bzw. 210° gilt (cos 30° = 0.8; cos 210° = -0.8):

1 3
3 ) 2 (1 ( r) 5
2 =| — | (+0.8) — | — | | — |- o
yp, (4“) ( ) \/5 [ZaoJ (230] ¢

30°

Abb. 1.31 Verlauf der Funktionswerte yw2p,, 30° bzw. 210° von der z-Achse entfernt und damit in
Abhéngigkeit von r und den Winkeln 6 = 30° und 6= 210°

Fir 6 = 60° bzw. 240° gilt (cos 60° = 0.5; cos 240° = -0.5):
3 2 (1 : ro)
o) w09 g (s ) ()
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60°

Abb. 1.32 Verlauf der Funktionswerte y2p,, 60° bzw. 240° von der z-Achse entfernt und damit in
Abhéngigkeit von r und den Winkeln 6 = 60° und 6 = 240°

Die in den drei Abbildungen eingetragenen Abstande r fir die Werte y2p, = +0.1 (je vier pro Ab-
bildung) wurden in Abb. 1.33 Ubereinander projiziert und miteinander verbunden. Das Ergebnis
ist der geometrische Ort aller Punkte mit dem Funktionswert y2p, = +£0.1. Lasst man die Kurven
um die z-Achse rotieren, erhalt man die raumliche Darstellung dieses geometrischen Orts (Abb.
1.34). Entsprechendes Vorgehen fur y2px und y2py fihrt zu den gleichen ,hantelférmigen® Figu-

ren. Auf deren Oberflache ist in allen Punkten der Funktionswert y2p = +0.1.

JAREAY | FH-B
/\ H 60° /] 60
o 1 L Lo\ | L
A7 /7

7 _:/\/

Abb. 1.33 Darstellung des geometrischen Orts aller Punkte mit dem Funktionswert w2p, = #0.1 in
der Zeichenebene

/
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2px 2py 2pz

1.34 Rdumliche Darstellung der geometrischen Orter aller Punkte mit dem Funktionswert y2p =
+0.01

Das oben skizzierte Verfahren in der Ebene ist nochmals in Abb. 1.35 dargestellt, wobei jeweils
um einen Winkel von 22,5° gedreht wurde. Abb. 1.36 zeigt die geometrischen Orter verschiede-

ner Werte w fur y2p..

y2p

0.01
N -0.01

Abb. 1.35 Darstellung des Funktionswerts y2p = #0.01 durch Drehung des Koordinatensystems
um jeweils 22.5°

y Abb. 1.36 Linien gleicher Amplituden ei-
ner w2px-Wellenfunktion (die y2p,~- und
w2p,-Wellenfunktionen zeigen den glei-
chen Verlauf)
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1.4.3Die Energie des Wasserstoff-Atoms im ersten angeregten Zustand (die drei
w2p Wellenfunktionen)

Die Energie des Wasserstoff-Atoms fur die drei y2p-Wellenfunktionen lasst sich mit der

Schrddinger-Gleichung berechnen. Das Ergebnis stimmt mit demjenigen der Wellenfunktion y2s

Uberein. Die y2s- sowie die drei y2p-Wellenfunktionen sind entartet, sie besitzen dieselbe Ener-

gie.

Gesamtenergie E;, des Wasserstoff-Atoms im ersten angeregten Zustand:

E»y: Energie des Wasserstoff-Atoms im 1. angeregten Zustand 2p; ao: Bohrscher Radius; €o: Die-

lektrizitdtskonstante; e: Elektronenladung

1.4.4 Die Elektronendichten y?2p; die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten y?2p-dV

Das Quadrat der Wellenfunktionen y2p macht eine Aussage Uber die Wahrscheinlichkeit, das
Wasserstoff-Elektron in einem Raumvolumen dV im Abstand r vom Atomkern anzutreffen. Aus
der damit erhaltenen Elektronendichte berechnet sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des

Elektrons in einem Raumvolumen dV.

Quadrat der Wellenfunktionen y2p:

2 3 2 .
3 2 1 r “
*2p, = —j-sinze-cos2 1= 1= 1= €™
v b (47: ® NE) 2a, 2a,
3 2V (1Y oL
22 :(— -sin® 0-sin’ @-| —= | - L e
i o ® NE) 2a, 2a,
3 2Y (1Y oL
'//22pz=(—j~cosze- S O [ I i >
4n B 2a, 2a,

Elektronendichte der Wellenfunktionen y2p:

2 3 2 -
v’ 2p, :d_WZ(ij'Sinze-cosz(p. 2 ) e
dV \4n NE) 2a, 2a,
aw (3 2V (1Y G
w’2p :—:(—J-Sinzesinz(p- Sl ] e
> dvy \4x NE 2a, 2a,

2 3 2 »
szpzzd_W:(ij.cosze. 2V () () e
dr \4n NE) 2a, 2a,

Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Raumvolumen dV:

2 3 2 .
3 2 1 r o
22p. -dV=dW=| — |-sin*0-cos’ @-| — | | — | - -e * .dV
VoeP (47Tj K (ﬁj [25‘0} (Zaoj
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2 3 >,
3 2 1 r i
22p,-dV=dW=| — |-sin’0-sin¢@-| —= | | — | -| — | -e * -dV
voepy [47Tj ® (\Ej (2%} [Zaoj

2 3 2 »
3 2 1 r X
2D .dV:dW:[_j. 29 = | | — | | —| e .4V
v op, an ) <° NG 2a, 2a, ¢

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit verlauft entlang den Koordinatenachsen (x: 6 = 90°, ¢ = 0 bzw.

180°; y: 6 = 90°, ¢ = 90° bzw. 270°; z: 6 = 0° bzw. 180°) in beiden Richtungen gleich (keine nega-
tiven Werte, da die Funktionen quadriert wurden). Im Atomkern ist die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit null, steigt anschliessend auf ein Maximum und geht dann im Unendlichen gegen null (Abb.
1.38 fur die z-Achse). Mit zunehmenden Winkeln 6 und ¢ verringern sich die Werte und werden in
den entsprechenden Koordinatenebenen null. Am Beispiel der w2p.-Funktion (nur von einem
Winkel abhangig), Iasst sich dieser Sachverhalt einfach zeigen (Abb. 1.37 bis 1.39):

l/jZZPZ'dV

Z,r

0.2

M . .

X

Abb. 1.37 Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit v*2p,-dV auf der z-Achse fiir 6 = 0° bzw.
180° = cos =1

! 30°

Abb. 1.38 Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit v*2p,-dV, 30° von der z-Achse entfernt
ftir = 30° bzw. 150° = cos = 0.75
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y?2p,dV 60° 60°

Abb. 1.39 Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit v2p,-dV, 60° von der z-Achse entfernt
ftir = 60° bzw. 120° = cos = 0.25

Wie bereits dargelegt, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Atomkern null (r = 0), steigt mit zu-
nehmendem Abstand vom Kern auf ein Maximum an und geht im Unendlichen gegen null. Mit
zunehmenden Winkeln 6 und ¢ werden die Werte kleiner, bis sie in den entsprechenden Koordi-
natenebenen null sind (Knotenflachen: xy-Ebene fir y?2p,; yz-Ebene fir y?2py; xz-Ebene fiir
w2py). Abb. 1.40 zeigt die Wolkendarstellungen der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Elekt-

rons fur die Wellenfunktionen y2p.

Abb. 1.40 Wolkendarstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten ?2px-dV, v?2p,dV und
WP2p,-dV
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Abb. 1.41 Computerdarstellung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir

v22p-dV

1.4.5Die radialen Elektronendichten y?2p; die radialen Aufenthaltswahrscheinlich-
keiten y?2p-4nr’-dr

Die radiale Elektronendichte y?2p macht eine Aussage Uber die Wahrscheinlichkeit, das Wasser-

stoff-Elektron pro Volumen einer Kugelschale im Abstand r vom Atomkern anzutreffen. Daraus

Iasst sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einer Kugelschale berechnen.

Radiale Elektronendichten:

22 —d—W [ 3 j Sln 0- COS i ’ . L ’ . L ’ .eié
VT ar \an i NE) 2a, 2a,
dw 3 5\ LY 2,
szpy :T:(—].Sinze.sinz(p. — o — . L -e 2
anr? -dr \4n B\ 2a, 2a,

. _d_W_(ij.cosze.[ijz_ V() o
VP T 4 4 B) (23, ) |22,
Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten:

2 r
w2p, 4w’ - dr=dW = 3 -sin?0-cos® @- L e ™ 42 - dr
4n 2a, 2aO
3 2 _r
w’2p, -4mr’ 'dV=dW=(—)-sin2 0-sin ¢- e ® 4w dr
’ 4n 2a0 2ao

2 3 2 .
w’2p, - 4w’ -dr=dW=(ij~cosze- 2] e amar
4m NE) 2a, 2a,
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Abb. 1.42 Wolkendarstellung der Elektronendichte
w?2p mit dem Querschnitt zweier Kugelschalen des
Durchmessers dr

Y2 2p-dmr-dr Abb. 1.43 Grafische Darstellung der radialen
; Aufenthaltswahrscheinlichkeit y*2p-4zr2-dr

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einer Kugelschale mit dem Durchmesser dr im Abstand r
vom Atomkern anzutreffen, ist im Kern gleich null, steigt dann auf ein Maximum, wird geringer

und geht im Unendlichen gegen null.
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1.4.6 Zusammenfassung des ersten angeregten Zustands y2p des Wasserstoff-
Atoms

VA z z,r

Verlauf der Wellenfunktionen y2px, w2p, und w2p, entlang den Koordinatenachsen

2px 2py 2pz

Geometrischer Ort aller Punkte mit dem Funktionswert y2p = #0.01

Z

Wolkendarstellung der Elektronendichten w?2px, w*2p, und w*2p,

Y2 2p-Anr?-dr z
]
¥ y
Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit Unendlich ausgedehnte Knotenebene
yP2p-4ardr der y2p.-Wellenfunktion
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1.5 Die hoheren Energiezustande

Neben dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand eines Wasserstoff-Atoms gibt es
noch weitere, hdhere Energieniveaus. Ganz allgemein werden diese, ausgehend vom Grundzu-
stand, mit den Zahlen 1, 2, 3... durchnummeriert. Man bezeichnet sie als Hauptquantenzahlen
(Hauptenergieniveaus), die den Elektronenschalen K, L, M entsprechen. Mit zunehmender
Hauptquantenzahl erhéht sich auch die Anzahl der Wellenfunktionen, mit denen das Elektron be-
schrieben werden kann. Innerhalb eines Hauptenergieniveaus unterscheidet man n? verschiede-
ne Funktionen mit jeweils n-1 Knotenflachen. Wie bereits erwahnt, sind die Energiewerte eines
bestimmten Hauptenergieniveaus identisch, sie sind entartet. Neben den s- (sharp) und p- (prin-
cipal) Funktionen gibt es weiter sogenannte d- (diffus) und f- (fundamental) Funktionen. In den
folgenden Abbildungen sind die Wellenfunktionen bis zum 4. Hauptenergieniveau schematisch
aufgezeichnet (Abb. 1.44), die Grafen und radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten einiger Funk-
tionen skizziert (Abb. 1.45) sowie der Funktionswert y = +0.01 fir y2s bis y3d rdumlich darge-
stellt (Abb. 1.46).

EleV]

— e == — = = = 4 16 3

N>}

S p d f

Hauptquantenzahl n J

Anzahl Funktionen y/(n?)

Anzahl Knotenflichen pro Funktion (n-1)

Abb. 1.44 Hauptquantenzahlen, Anzahl Funktionen und Knotenfldchen fiir das Wasserstoff-Atom
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yls
y2-4rr?-dr
05 1

o 04

10 4 03 4
08 4
06 4
04 1
i 014

02 4

y2s

0.14 4

0.12 4

0.1 y24mr?-dr

0.08 1
:
0.06 4 02
0.04 4
01
0.02 1
" 0 ¥

04— ———r 3 T D A A

T T T T
1 2 8§ ¢ 5 6 7 8 9% 10 11 12 ' 2. 8% § 7% $3WIt 2

y3s

0.4 4

0.34 W3-4HI‘2'dr

0.2 1 0.1
0.08
0.06
0.1 4
0.04
0.02
0 u g 0 r

y3p
y2-dmr?dr

0.1
0.08 4 0.1
0.06 4 0.08
0.04 0.06

.04 4

0.04

0.02 4 0.02

0 T T — I r—r—v—v—rTrr—Tvrrrrorref
o 5 10 15 5 10 15

-0.04 4

Abb. 1.45 Grafische Darstellung der Wellenfunktionen yls, y2s, y3s, y3p sowie die davon abgeleiteten
radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
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2s

/’IZ”‘W\\\
(L] )
n"'l'&\ : A

2px 2py 2p,

3s

o>
AN
N

NI \
N

Abb. 1.46 Riumliche Darstellung der Wellenfunktionen w2s, w2p, y3s, v3p, w3d fiir den Funktionswert w
= #0,01. Jeder Punkt auf der Oberfliche der Figuren besitzt den gleichen Funktionswert y. Rot steht fiir
positive, blau fiir negative Funktionswerte
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1.6 Die Wellenfunktionen im Uberblick

s-Wellenfunktionen

Die Grossen der Amplituden der s-Wellenfunktionen sind nur vom Abstand r zum Atomkern ab-
hangig. Ab dem 2. Energiezustand weisen die Funktionen Nullstellen (Knotenflachen) und damit
auch negative Werte auf. Gleiche Funktionswerte liegen auf Oberflachen von Kugeln (geometri-
sche Orter) mit dem Atomkern als Zentrum. In Abb. 1.46 z. B. ist der geometrische Ort aller Punk-
te der Funktion y3s fur den Wert = £0.01 dargestellt. Dieser existiert auf 5 Kugeloberflachen
mit den Vorzeichen plus, minus, minus, plus, plus. Der zweimalige Wechsel des Vorzeichens
deutet auf die beiden Knotenflachen hin (vgl. auch Abb. 1.47).

>\

a) b)
Abb. 1.47 a) Kugeloberfldche als Knotenfldche der y2s-Wellenfunktion; b) zwei Kugeloberfldchen
als Knotenflachen der y3s-Funktion

p-Wellenfunktionen

Neben den Abstanden zum Atomkern ist die Grosse der Amplituden von p-Wellenfunktionen
auch durch die Winkel 6 und ¢ bestimmt. Alle p-Funktionen haben positive und negative Werte
sowie eine Nullstelle (Knotenflache) durch den Atomkern, zu denen weitere Nullstellen bei den
hoéheren Hauptquantenzahlen hinzukommen. p-Funktionen gibt es erst ab dem 2. Energiezu-
stand. Der geometrische Ort aller Punkte mit dem gleichen Funktionswert  ist die Oberflache

von ,hantelférmigen Koérpern, die sich symmetrisch um eine Koordinatenachse ausrichten.
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/| /

Y 4

a) b)

Abb. 1.48 a) Eine (unendlich ausgedehnte) Knotenebene der w2px-Wellenfunktion; b) zwei Kno-
tenfldchen einer y3px-Wellenfunktion: eine Kugeloberflache und eine (unendlich ausgedehnte)
Knotenebene

d-Wellenfunktionen

Die d-Wellenfunktionen, die erst ab dem 3. Energiezustand das Elektron im Wasserstoff-Atom
beschreiben, besitzen zwei und mehr Knotenflachen sowie positive und negative Werte. Die ge-
ometrischen Orter aller Punkte mit dem gleichen Funktionswert  sind Oberflachen komplizierter
geometrischer Formen (Abb. 1.46). Sie ordnen sich im 3. Hauptenergieniveau zwischen den Ko-
ordinatenachsen (y3dy: zwischen der x- und der y-Achse; y3dy: zwischen der x- und der z-
Achse; y3d,.: zwischen der y- und der z-Achse), entlang den Achsen (y3dx..y2: auf der x- und y-

Achse) oder entlang der z-Achse und in der xy-Ebene (y3dz).

Z
A

N

H
\
| > X > X
)
I )
Y |
b I
Y l
Y W
Y /
Y ) \
y 3
V‘
y
y
y
'i
y =

y
Y 4

a) b)
Abb. 1.49 a) Zwei (unendlich ausgedehnte) Knotenebenen der w3d,-Funktion; b) zwei (unendlich
ausgedehnte) Knotenfldchen als zwei Kegeloberflédchen der y3d.2-Funktion
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1.7 Ubungen mit Losungen zum Kapitel 1

Ubungen

A1.1

A12

A13

A14

A15

b)
A 16

A17

A18

b)

Bei welchem Wert r ist die Elektronendichte im Grundzustand des Wasserstoff-Atoms
auf 1/1000 des Maximalwerts abgesunken? Hinweis: das Maximum ist bei r = 0.
Mathematik: (wie I6st man eine Funktion nach x auf, wenn dieses im Exponent einer Po-

tenz steht?)

y:a":>lny:xlna:>x:M Ine=1

a
Wenn flr Sie das Differenzieren kein Problem ist, berechnen Sie den Abstand ri der Ku-
gelschale, in dem die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Grundzu-
stand ein Maximum ist (vgl. Abb. 1.12). Mathematischer Hinweis: Eine Funktion y = f(x)
hat an der Stelle x = x, ein Extremum, wenn ihre Ableitung f(x) = O ist (Steigung der
Tangente = 0).
yq = e yq' = 262
Y2 = 2X yo' =2
Y3 = UV ys' = u-v' + vu'
Wenn |hnen das Integrieren keine Probleme bereitet, so I6sen Sie folgende Aufgabe:
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron eines Wasserstoff-Atoms im Grund-
zustand in einer Kugel mit dem Radius r = 2.2 A anzutreffen? (Die Wahrscheinlichkeit W
berechnet sich aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten, das Elektron in Kugelschalen
der Dicke drim Abstand O bis r anzutreffen.)
Welche Gemeinsamkeiten weist das Elektron im Wasserstoff-Atom mit einer stehenden

mechanischen Welle auf?

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion y = a-e™".

Wie lautet die entsprechende Formel fiir y2? Wie interpretieren Sie y2?

Worin liegt der Unterschied zwischen der Elektronendichte und der radialen Elektronen-
dichte?

Zeichnen Sie die Wolkendarstellung fir den angeregten Zustand 2s des Wasserstoff-

Atoms.

Skizzieren und interpretieren Sie den Graphen der Wellenfunktion y7s. Zeichnen Sie fir
diesen Zustand den Verlauf der Wahrscheinlichkeit auf, ein Elektron in Kugelschalen in
verschiedenen Abstdnden vom Atomkern anzutreffen!

Interpretieren Sie die folgenden Abbildungen:
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Z

~

A1.9

a) Was versteht man unter der Wolkendarstellung der Elektronendichte?

b)  Welche Informationen lassen sich aus den raumlichen Darstellungen der Wellenfunktionen
y2p gewinnen?

c) Was bedeutet der Ausdruck "angeregter Zustand”? Geben Sie mindestens zwei angeregte
Zustande des Wasserstoff-Atoms an.

A1.10

a) Wie unterscheiden sich die drei Zustande y2px, ¥w2py, und y2p, energetisch?

b)  Wie viele Wellenfunktionen sind fir den zweiten angeregten Zustand des Wasserstoff-
Atoms moglich?

c) Was ist der wesentliche Unterschied zwischen den Funktionen y2s und y2p bezuglich ihrer

raumlichen Darstellung?
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Losungen

Al.l

1.2

A13

1
VIZISZE'G
0

. . 1
fir r=0 gilt: y’ls=—-1
na

na,,

_2"
e®*=—" |In
1000

2 he=-3-In10=> r=%1nlo~aO =1.83-10"m

N

.y aw
4m-7? -dr

wls = =y ls=dW =

_2r _2r
—=——— e -4n-r2+—3~e % .8n-r=0
a, may na;

- 1 =
e yplls=—-e®
a
nag T,
2

ay=4dng, ———
4n” -m, -e;

=0.529-10"" m = 0.529 A

_2r
e ® 4m? . dr

t 1
W:;[Ttag

Substitution:

Farr=

A14

2r
— =r
do

u=

222

22A=42ay=W=-

0.529 0.529

_2r
_l e 2
2{
1| -2221(2.22YV 4.2,2
5 ¢ 0529 {(_j +_’+2}—2‘|:0.989

) Das Maximum der Funktion y?1s liegt bei r = 0.

1 _k
—-e® 4m-r7-dr
0

(Bohrscher Radius; a = 0.53-10"'° m)

&%t

Eine stehende, mechanische Welle ist an Randbedingungen gebunden. Sie kann nur

bestimmte (diskrete) Schwingungszustande annehmen. Das Elektron stellt man sich als

dreidimensionale stehende Welle vor. Auch sie kann im Coulomb-Potential des Atom-

kerns nur bestimmte Schwingungszustande besitzen.
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A15
a)
wis
3
.
b) y’ =a’-e® Wird die Wellenfunktion y quadriert, so ergibt sich daraus die Elektronen-

dichte (Wahrscheinlichkeitsdichte, Ladungsdichte). Mit dieser Grosse Iasst sich die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem bestimmten Volumenelement dV be-
rechnen.

A 1.6 Die Elektronendichte vergleicht die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in glei-
chen Volumenteilen dV, wenn diese verschiedene Abstiande vom Atomkern aufweisen.
Die radiale Elektronendichte vergleicht die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
in Kugelschalen gleicher Dicke dr, wenn diese verschiedene Abstande r vom Atomkern
aufweisen.

A17
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A18

a)

b)

A19

b)

wlis W2 Is-Ar?-dr
A A

¥

Die Amplitude der Materiewelle hat in der Nahe des Atomkerns hohe Werte. Je grésser
der Abstand Elektron-Proton ist, desto kleiner wird die Amplitude. Im Unendlichen stre-
ben die Werte von y1s gegen null.

Der Wert fur W ist im Atomkern null. Die Kurve durchlauft dann ein Maximum, da ei-
nerseits e mit zunehmendem Radius r exponentiell abnimmt und andererseits das Vo-
lumen der Kugelschale 4rr’dr quadratisch zunimmt. Je weiter man sich vom Atom ent-
fernt, umso unwahrscheinlicher wird es, ein Elektron in einer Kugelschale bei dieser Ent-
fernung anzutreffen. Die Funktion geht gegen null.

Die erste Abbildung zeigt den Verlauf der Amplitude der Wellenfunktion y2px entlang der
x-Achse. Man erkennt, dass fur verschiedene Werte r gleiche Funktionswerte y moglich
sind. Die zweite Abbildung symbolisiert den geometrischen Ort aller Punkte mit dem

gleichen Funktionswert y2py

Die Elektronendichte kann man mit der Wolkendarstellung anschaulich darstellen. Diese
entsprache einer Ubereinanderprojektion vieler Momentaufnahmen des Elektrons. Hier-
bei liegt die Vorstellung des Elektrons als Punktladung (Teilchen) im Vordergrund.

Die raumliche Darstellung der Wellenfunktionen y2p stellt den geometrischen Ort aller
Punkte dar, welche den gleichen Funktionswert y besitzen. Man erkennt, dass gleiche
Funktionswerte bei verschiedenen Abstdanden vom Atomkern auftreten. Das ist mdglich,
weil die Funktion y2p auch einen winkelabhangigen Teil aufweist.

Ein Atom I&sst sich durch Energiezufuhr (z. B. Warme, Licht ) in Zustande héherer Ener-
gie Uberfuhren. Solche Zustande nennt man "angeregt’. Fir die verschiedenen Energie-
zustande des Wasserstoff-Atoms existieren bestimmte Wellenfunktionen. Angeregte Zu-

sténde sind z. B. y2px und ¥3s.
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A1.10

a)

b)

Die Energiewerte innerhalb eines bestimmten Energieniveaus sind identisch; man
spricht in einem derartigen Fall von entarteten Energiezustanden.

Die Energiezustande bezeichnet man mit kleinen ganzen Zahlen, den Hauptquantenzah-
len. Sie entsprechen den Elektronenschalen (Hauptenergieniveaus). Der zweite ange-
regte Zustand hat die Hauptquantenzahl n = 3. Fir die Energiezustdnde des Wasser-
stoff-Atoms liefern die Berechnungen fiir die Quantenzahl n jeweils n? Wellenfunktionen,
welche die Schrédinger-Gleichung erflllen. Fir n = 3 existieren also 9 Wellenfunktionen.
y2s: Gleiche Funktionswerte liegen auf der Oberflache von Kugeln (geometrische Orter)
mit dem Atomkern als Zentrum.

w2p: Neben den Abstanden zum Atomkern ist die Grésse der Amplituden auch durch die
Winkel 6 und ¢ bestimmt. Der geometrische Ort aller Punkte mit dem gleichen Funkti-

onswert ist die Oberflache von ,hantelférmigen“ Korpern.
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